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Képek (pictures) |.

Alapdefiniciok

vV v v Yy

vV v v Y

abécé: X : nemires, véges halmaz

kép: p: egy matrix melynek elemei X -beliek
méret: |p| = (|p|row, |Plcor)

pixel: p(i,j): az i. sor, j. eleme p matrixdban
1 <0 <|Plrow, 1 <J < |Plcor

Ures kép: \

nemiires képek halmaza: >+

képek halmaza: ¥** = ¥t U {\}
képnyelv (picture language): L C ¥**



Muveletek képeken és képnyelveken
Muveletek

» vizszintes konkatenacio: p © q csak, ha [p|ow = |q|row
» fliggoleges konkatenacio: p © q csak, ha [p|cor = |G| cor
» (O és © kiterjeszthetd képnyelvekre.
» O és © lezarasi operatorai:
L= [ JL'®, ahol
i>0
0P .= {7}, LP=LopLi=1% >0
» L*© hasonléan definialhatd
» L** Simplot-operator:

pe L < p=Avagy p L -belirészképekre
particionalhaté.

» Egyéb miveletek: projekcio, elforgatas, tikrozés



Képek szélének megjeldlése # szimbdlumokkal

Bekeretezett képek

» Legyen # ¢ ¥ egy un. keret szimbolum.

» p € 1 bekeretezett valtozata: p legyen az a kép,
amelyet Ugy kapunk, hogy p-t minden(tt egy-egy #
szimbélummal vesszik kdrbe:

# # # =
# p(171) p(17‘p’00/) #
p=": : : :
# p(plrow,1) ... p(Plrow, |Plcor) #
= = # =



Csempeék és lokalis nyelv definicidja

Lokalis nyelvek

» A X feletti (h, k) méretli képek halamazat jelélje =%,
» Egy p € =T kép (h, k) méretli részképeinek a halmaza:

Brk(p) :={qe " :q<p}.

» Kiterjesztése nyelvekre: By x(L) := {Bnk(p) | p € L}

» Ha 6 C (X U {#})®?), akkor 0 elemeit csempéknek (tiles)
is hivjuk.

> LOC(0) :=={pe ™" |Ba(p) C 0}

» Az L C Y™ nyelv lokalis, ha L = LOC(6) valamely
0 C (X U {#})?>? csempe halmazra.



Csempézd rendszerek

Csempézod rendszerek (Tiling Systems)

Egy csempézo rendszer (Tiling System, TS) a kovetkez6
komponensekbdl all T = (¥, T, 0, 7), ahol

» Y és [ két abécé,
» 7: [ — X egy leképezés (projekcio),
> 6 2 x 2-es csempék halmaza I' U {#} felett (nyilvan véges).

A T altal felismert v. definialt nyelv
L(T) := 7(LOC(8)).
TS nyelvek (TS)

A csempézd rendszer altal felismerhetd nyelveket,
TS-felismerheto, vagy réviden TS-nyelveknek hivjuk.



TS zartsagi tulakdonsagai

1. allitas.
A csempézd rendszerrel felimerhetd képnyelvek osztalya zart
az alabbi miveletekre nézve:

unié, metszet

konkatenaciék: @, ©

lezarasi operatorok: x@, *©

projekcio, Descartes-szorzas: ®

elforgatés, tikrdzés (Az eddigiek bizonyitasat Id. [3]-ban.)
» Simplot-operator (Ld. [7].)

» TS-blokkhelyettesités (Ld. [1].)

>
>
>
>

v

Megjegyzés.
TS nem zart a komplementer képzésre nézve.



A blokkhelyettesitésre vald zartsag

Bizonyitas vazlat.
Legyen o : A — 2% 7" TS helyettesités, L C (A x M)*+ TS
blokknyelv. Ekkor

oa(l) = s (Lo T (dUA pd(o(d)))+’+)

ahol

pa(@) = OWNwqg dengexztt

pa(L') = {pa(p) I pel'}
¥ ' AxMxX— X atermészetes projekcio.

igy TS zartsagi tulajdonségai miatt og(L) € TS.



Lokalitas

tartalmazassal (hagyomanyos fogalom) és egyenléségekkel (altalanositasa)

Lokalis és lokalisan tesztelhetd nyelvek

Legyenek 6, 64, 0a,..., 0, C (X U {#})?>? csempehalmazok.
> LOC(0) = {p € T** | B2(p) C 0}
» LOCcq({61,02,...,0n}) ={pec ™

3k : Bop(p) = Ok}

Altaluk meghatarozott képnyelv osztalyok

Jeldlje LOC, illetve LOCq az igy megadhaté nyelvek osztalyat.
TS és TS, pedig ezen osztalyok lezartjat a projekciokra nézve.



TS és TS, egyenlosége .

1. lemma.
LOC C LOCeq
Bizonyitas.
L=1L0C(0) = L=L0C(2%)
Megjegyzés.

LOC C LOCgq
Mar egy dimenzidban is {abc, dbe} € LOC,q \ LOC.



TS és TS, egyenlosége |l

2. lemma.

LOCeq C TS

Bizonyitas vazlat.

LOCeq({61,-.-,6n}) = |JLOCq({6:})

i=1

LOC(6) = m(LOC(A;)),

Azaz alkalmas 6; csempékkel ,lokalisan tovabbithaté” a balalsé
sarokbdl a jobbfels6 sarokba az az informacié, hogy 6; csempéi
kdzll eddig melyek fordultak elé a csempézésben.

A pontos bizonyitast megtalalhaté [2]-ben.



TS és TS, egyenldsége Il
Megjegyzés.

LOCeq C TS

Hiszen a négyzetekbdl allé képnyelvre:

Lnégyzetek ={pc art |3n>1:|p[=(n,n)} € TS\ LOCgq

2. allitas.
TSeq = TS
Bizonyitas.

1. lemma: LOC C LOCq = TS C TS¢q
2. lemma: LOCeq € TS = TS¢q C TS



A keretszimbdlumok elhagyasa

Megallapodas.

A tovabbiakban az egyszer{iség kedvéért feltesszik, hogy
minden kép legaldbb 2 x 2-es méretli. Az 1 x n-es és m x 1-es
képek 1 x 2-es, illetve 2 x 1-es csempék segitségével
hasonl6an kezelhetdk, az Ures képtdl pedig eltekintiink.

Lokalis nyelvek keret hasznalata nélkll
Legyenek w, wy, wp,. .., wn C ¥%2 csempehalmazok.
> LOCu(w) = {p eyttt | Bg}g(p) - w}
» LOCyeq({wi,...,wn}) :={pe X" |3k:Bao(p) = wk}

Altaluk meghatarozott képnyelv osztalyok

Jel6lje LOC,, illetve LOC, o4 @ megfeleld nyelvekosztalyokat.
TS, és TS, q pedig az osztalyok lezartjat a projekciokra nézve.



A keret nélklli csempézés szimulalasa keretes

csempékkel

3. lemma.

TSu,eq - Tseq

Bizonyitas. ,Minden csempe a kép szélére is kerllhet.”
Ha T = (X,T,{w1,...,wn}, ™) egy TS, q, akkor vele ekvivalens

TSeq lesz T' = (£,T,0, ). Minden | 25

€ wg-ra vegyuk fel a o

halmazba a kdvetkezd csempéket:

{## 4| [##|[#a|[b#
#a’ab’b#’#z:'?d#’

H*o
3k
EiS o}
F 3
H/_/

# cC
##

Véqiil alljion © a kdvetkezd halmazokbdl:

{wkUw |wC g, } 1<k<n.



A keretes csempézés szimulalasa keret nélkli
csempékkel.

4. lemma.

Tseq - TSu,eq
Bizonyitas vazlat [6]-bdl.
1. Iépés: a csempék dbécéjenek megduplazasa
Ha
T=(xT,{01,...,0n},7)

egy TSeq, akkor vele ekvivalens TS, ¢ lesz

T = (X, rur, Qx), ahol
M = {o|ocel} T ,masolata”, és
7 mkiterjesztése T UT-re: #(o’) = m(o).

Q-t késbbb adjuk meg.



A bizonyitas folytatasa

2. l1épés: a kllso és belsé csempék szétvalasztasa
Minden 6; halmazra legyen

0kUIs® - az0k a csempék 6,-bbl, melyekben # szerepel

9;)e|86 : 0[, \ 9|i([]|86



A bizonyitas folytatasa

3. lépés: a kép szélének megjeldlése a csempékben

Egy t € 6°°s° csempe a keret mellé tehetd, ha van olyan

t' € 6KUIsS csempe, mely ,atfedi” t keret mellé keriil pozicioit
(éleknél 2, sarkoknal 1 betlt). GyUjtsik a §; halmazba azokat a
csempéket, melyeket agy kapunk, hogy minden 6¢1s5-belj,
keret mellé tehetd csempében a keret mellé kerlilo betliket a
vesszds parjukra cseréljik. Pl.

c H?elséS’ ;;# 75

ab d # klls® ;
ad | 45 | €07 esetén

ables|lab |cg;




A bizonyitas befejezése

4. l1épés: Q2 megadasa
Legyent:Tul’ —T

(x) = {x haxerl

c hax=d el
7 természetes mddon kiterjeszthetd csempékre.
Q alljon a kdvetkezd csempe halmazokbdl:
{w]wC (*°U6), r(w)=0"0 wns#0}

Belathat6 (?), hogy L(T) = L(T").



A kilonbdzd TS-ek ekvivalenciaja

3. allitas.
TSueq = TSeq = TS

Bizonyitas.
A 3. és 4. lemma, valamint a 2. allitas kévetkezménye.



Csempe atir6 nyelvtanoknal korlatozott lokalitast van

Korlatozott lokélis nyelv
Egy L C ™1 korlatozott lokalis nyelv (restricted local
language), ha létezik olyan I (# nélkil!) feletti w csempe
halmaz, melyre p € L < ha a kdvetkezodk teljestinek:

1. ha |plrow > 2,|plcor > 2, akkor By x(p) = w

2. ha |plrow = 1,[Plcor > 2, akkor By 2(p) = w

3. ha |plrow > 2, |plcor = 1, akkor By 1(p) = w

Megjegyzés.

Azaz L korlatozott lokalis nyelv, ha L = LOC, ¢q({w}) alaku. A
korlatozott lokélis nyelvek a lokalis nyelvek valddi részosztalyat
alkotjdk. De a TS nyelveket ekvivalens modon lehet korlatozott
lokdlis nyelvek véges unidjanak projerlfciéiként definialni, hiszen

LOCyeq({wt, .-, wn}) = | JLOCyeq({wi})

i=1



Csempe atir6 nyelvtanok

Véges nyelv
Jelblje FIN(X) a X feletti véges nyelvek halmazat.

Konvex & korlatozott lokalis
LCVXa/(A), pedig a A’ konvex, korlatozott lokalis nyelvek
halmazat A felett, A’ C A.

Csempe atir6 nyelvtan (Tile Rewriting Grammar, TRG)
Csempe atir6 nyelvtan egy G = (X, N, S, R) négyes, ahol

» ¥ atermindlis dbécé

» N a nemtermindlis 4bacé

» S a kezddszimbolum

» RC N x (LCVXN(NUX)U FIN(X)) szabalyok véges
halmaza.



Nemterminalis részképek blokkolasa

N-blokkolas
Legyen N egy véges halmaz. N-blokkoldsnak nevezzik azt a

On: (ZUN)PF = (ZU(N x M)

leképezést, mely barmely N-konvex kép minden maximalis
A-homogeén q részképét [J(q)-val helyettesiti, minden A € N-re.



Levezetés

Levezetés
Legyen G = (X, N, S, R) egy TRG. A G szerinti egy |épésben
torténo levezetés a kdvetkezo relacioé:

=6C (ZU(Nx M) x (ZUNx M),

melyre p =g p’ akkor és csak akkor, ha
ol = |P]

JA — Q € R, melyre

3r (i jy p, r blokk A-homogén kép
Jw € Q, |w| = |r|, hogy

P’ = p[On(w)/ -

v

vV v v Y



Csempézd nyelvtanok kifejezd ereje

G altal generalt nyelv
A G= (X, N, S, R) TRG éaltal generalt nyelv

L(G)={pext |O(SF) =5 p}
TRG nyelvek

Jeldlje TRG a csempe atiré nyelvtannal generalhat6é nyelvek
osztalyat,

1. tétel.

TS C TRG



TS C TRG bizonyitasa I.

5. lemma. TS C TRG.
Bizonyitas.
1. LOCy.eq € TRG, mert
L =LOCyeq({w1, - .. ,wn})-et
generalja
S — LOCyeq({w1}) | ... | LOCyeq({wn}).

2. TSyeq = m(LOCyq) és TRG zért a projekciokra (r) nézve.
3. TSu.eq = TS, mint korabban lattuk (a 3. allitasban).



TS C TRG bizonyitasa Il.

E_ lemma. TS # TRG.
1zonyitas.

1D-ben (szavakra) REG C CF \ {A\} = TRG.
Altalanosan: Legyen X = { a, b }. A kbvetkez6 nyelv nem TS
(Id. [6]), de TRG:

L= {p e ™" | pminden oszlopa palindrom sz6 (¢ ¥7)}.

L = L(G) a kdvetkezd nyelvtanra:

S— [X8811[XEI[X]
2 b
SHEREEE
a b
Ahol [p] jeldli azt a korlatozott lokalis nyelvet, melynek csempéi
p csempéivel megegyeznek.



Nemrekurziv nyelvtanok

Nemrekurziv TRG
Egy G = (X, N, S, R) TRG-t nemrekurzivhak mondunk, ha

A=gp

esetén p-ben nincs blokk-A-homogén részkép (A € N).
Jelblje n'TRG a nemrekurziv TRG-kel generalhaté képnyelvek
osztalyat.

2. tétel.

TS = n'TRG



A 2. tétel bizonyitasa

2. tétel.

TS = n'TRG

Bizonyitas vazlat.

1. TS C nrTRG, mint korabban, mert a LOC, ¢,-hoz megadott
nyelvtanok nemrekurzivak.

2. n'TRG C TS, mert ha n darab nemterminalis van egy
nemrekurziv G nyelvtanban, akkor n ismételt
blokkhelyettesitéssel L(G) megkaphato, és TS zart a
blokkhelyettesitésre.



Kdérnyezetfuggetlen képnyelvtanok (O. Matz [4])

Egy mas megkdzelités

Mondatformak
Legyen V egy abécé.

SF(V) :={t|t V elemeibdl, a ® és & binér miveleti jelekkel
képzett term }.

Minden t € SF(V) legfeljebb egy [{]-vel jeldlt képet ad meg.
Pl. V={a,b,c,d} esetén ha

t=(acb)o(cod)

akkor
[l=3a-

Ugyanakkor a ® (¢ © d) © d nem ad meg képet.



Kérnyezetflggetlen képnyelvtanok: CFPG

Kérnyezetfliggetlen képnyelvtan (Context-free Picture
Grammar, CFPG)

CFPG egy G = (X, N, S, R) négyes, ahol
» ¥ atermindlis dbéce
» N a nemtermindlis dbaceé
» S a kezddszimbolum
» R C N x SF(N U X) szabalyok véges halmaza.

Levezetés, generalt nyelv

=, és =* a szokdsos mddon definialt. Hiszen, ©-t és o-t
terminalisoknak tekintve, a CFPG-k specidlis alakl szabalyokkal
rendelkezd szavak feletti kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanok.

L(G):={[t] | t € SF(X),S="t}.



TRG altalanosabb modell CFPG-nél
3. tétel.

CFPG C TRG

Bizonyitas I. CFPG C TRG
Minden CFPG Chomsky normalalakra hozhatd, azaz szabalyai

A—-BoC, A—-BoC, A—o AB.CeNoeckxL

alakuak. Ha megengediink A — B szabdlyokat, akkor még
B +#£ C is feltehetd.

Végll pl. az A— B ® C (B # C) CFPG szabélynak
megfeleltethetjiik az alabbi TRG szabalyokat:

A— [BBEElIBEE]I[BBE]IIBE]I

[BBCcC]|[BCC]|[BBC]]| BC.



A bizonyitas folytatasa

Bizonyitas Il. CFPG # TRG

Azon képekbdl allé nyelv, mely pontosan egy b-kbdl allé sort és
pontosan egy b-kbdl all6 oszlopot tartalmaz (a tébbi betl a.)
nem CFPG (Id. [4]) viszont generalhat6 az aldbbi TRG-vel':

E

ToOQL

fa- |

ToToT
T
ToO R

3844
S— [CCDD];B_){
CCDD
C

— 331D —[§33]:

Megjegyzés.

Az is belathatd, hogy a fenti nyelv megkaphatd az egyelemi

1 x 1-es képnyelvekbdl a kdvetkezd miiveletek alkalmazasaval:

U, N, @, &, *O, *© igy TS nyelv.

Az egyszeriiség kedvéért itt még azt is feltesszilk, hogy a b-s sorok és
oszlopok, legaldbb 2 tavolsagra vannak a kép szélétol.



Miért / mire j6k a csempe atiré nyelvtanok?

Osszefoglalas.

1.

Bevezettik a csempe atir6 nyelvtanokat (TRG), melyek a s
szavakra vonatkozo kérnyezetflggetlen nyelvtanok
altalanositasainak tekinthetok képnyelvekre.

A TRG a csempézd rendszereknek (TS) és a Matz féle
kérnyezetfiggetlen képnyelvtanok (CFPG) kbzds
altalanositasa.

S6t, a TRG nyelvosztaly mind a TS, mind CFPG
nyelvosztalyt valédi mddon tartalmazza.

A TRG nyelvosztaly a kérnyezetfliiggetlen sz6 nyelvekhez
hasonlé zartsagi tulajdonsagokkal rendelkezik.

A nemrekurziv TRG-ek pontosan a TS nyelveket jellemzik.



Nyitott kérdések, tovabbi lehetséges kutatasi terlletek

Nyitott problémak.

1. A kdrnyezetflggetlen szavakbdl all6 nyelvek mely tovabbi
eredményei altalansoithaték a TRG nyelvosztalyra?
Pl. Pumpalé lemma, Chomsky-Schitzenberger tétel, stb...
2. Az alkalmazasokhoz (pl. mintaillesztés, képtdmorités) két
feltétel biztosan szikséges:

» megfeleld kifejez6 erd (e tekintetben az eredmények
biztatdak)
» hatékony elemzési algoritmus kidolgozasa (folyamatban).
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